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Os osciladores acoplados não são abordados no Ensino Médio porque necessitam do 
conhecimento de equações diferenciais. As equações diferenciais não fazem parte do 
currículo do Ensino Médio. Fizemos um estudo que utiliza vídeos didáticos, os aplicativos 
livres VirtualDub, ImageJ e o aplicativo Microsoft Excel, para ensinar de forma semi- 
quantitativa, os osciladores harmônicos acoplados sem as equações diferenciais. Utilizamos 
para isto, o vídeo "Oscilações" [l] desenvolvido anteriormente no LADIF e os vídeos 
"Pêndulos acopladosyy [2] e "Osciladores forçados" [3] que nós produzidos para este estudo. É 
possível observar no vídeo "Pêndulos acoplados" que eles não realizam, em geral, um 
movimento hannônico simples (MHS). Todavia, existem pelos menos duas formas de iniciar 
o movimento dos pêndulos acoplados onde eles realizam movimentos harmônicos simples 
(modos normais de oscilação). Mostramos também que o movimento geral dos pêndulos 
acoplados pode ser obtido somando-se as funções que descrevem os modos normais de 
oscilação dos pêndulos. A possibilidade de se visualizar os modos normais de osciladores 
acoplados com oscilações forçadas foi apresentada nos vídeos "Pêndulos acoplados" e 
"Osciladores forçados". E finalmente, relacionamos de forma superficial o conteúdo 
desenvolvido à qualidade do som conhecida como timbre. 
i .  i .  EQUILÍBRIO ESTAVEL. FORÇA RESTAURADORA 
i .2. PÊNDULO SIMPLES 
1.3. SISTEMA MOLA-MASSA-MOLA 
cAPÍTULO 2 - MODOS NORMAIS DE OSCILAÇÃO 
2.1. PÊNDULOS ACOPLADOS 
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3.1. INSTRUMENTOS MUSICAIS DE CORDA: TIMBRE 
CONSIDERAÇ~ES FINAIS 
REFERÊNCIAS 
A nossa sociedade atual tem como uma de suas bases principais a utilização da 
tecnologia. Por isto, qualquer cidadão precisa se familiarizar com a Ciência para entender e 
atuar no mundo em que vive. A maioria das pessoas s6 tem contato com as ciências no Ensino 
Médio e no Ensino Fundamental onde a construção dos modelos cientificos é dificultada pela 
falta de formação matemática dos estudantes e pela ausência de bons laboratórios nas escolas. 
Por isto, foram desenvolvidos materiais didáticos tais como vídeos e aplicativos para ajudar 
no ensino de ciências destes seguimentos. A rede mundial de computadores apresenta uma 
quantidade apreciável destes materiais. 
Um fenômeno importante no nosso cotidiano é o som. Através das ondas sonoras 
podemos nos comunicar, falar e ouvir a pequenas e longas distâncias por rádios e telefones. 
Podemos realizar procedimentos na medicina como a ultrassonografia, dentre outros. A 
música e seus instrumentos, como o violão, o teclado ou a voz, se baseiam nas propriedades 
do som. Por isto, nessa monografia apresentamos uma proposta para o ensino de osciladores 
que permite uma compreensão qualitativa de uma qualidade importante do som, conhecida 
como timbre. Esta qualidade nos permite explicar a diferença entre uma nota tocada em um 
violão e a mesma nota tocada em um teclado, por exemplo. Utilizamos para isto, vídeos e os 
aplicativos VirtualDub, ImageJ e Microsoft Excel. Os vídeos utilizados foram "Oscilações" 
[I], "Pêndulos Acoplados" [2] e "Oscilações forçadas" [3]. O vídeo "Oscilações" foi 
produzido no LADIF (Lab. Didático do Instituto de Física) em 2000 com a finalidade de 
resolver o problema do pêndulo simples experimentalmente [4], os outros dois são de nossa 
autoria. 
No primeiro capítulo vamos desenvolver as bases do movimento harmônico simples 
(MHS). Com esta fmalidade, relembraremos como é possível se obter a solução do pêndulo 
simples experimentalmente utilizando o vídeo "Oscilações". Com uma analogia entre as 
equações do pêndulo simples e do sistema massa-mola obtidas através das Leis de Newton, 
encontraremos as soluções do último. 
No segundo capítulo encontraremos as equações que descrevem o movimento de dois 
pêndulos acoplados por uma mola aplicando as Leis de Newton aos pêndulos. Com o video 
"Pêndulos Acoplados" mostraremos algumas propriedades das soluções deste sistema. Entre 
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elas, a existência de modos normais de oscilação e de movimentos oscilatórios com amplitude 
máxima variável. Com os programas VirtualDub, ImageJ e Microsoft Excel obteremos o 
gráfico do deslocamento horizontal de um dos pêndulos com o tempo e mostraremos que ele 
pode ser obtido a partir da soma das funções que descrevem os modos normais dos pêndulos. 
Aplicaremos as Leis de Newton ao sistema de duas massas acopladas horizontalmente que 
oscilam na vertical e mostraremos que as equações deste sistema são análogas às equações 
dos pêndulos acoplados. Desta forma todos os resultados obtidos para os pêndulos acoplados 
podem se transferidos para o sistema formado por duas massas acopladas por molas. 
Finalmente, no terceiro capítulo vamos aplicar o conteúdo dos outros capítulos para 
tentarmos explicar o timbre. 
Nos [APÊNDICE I], [APÊNDICE 21 e [APÊNDICE 31 foram disponibilizadas as 
resoluções dos problemas apresentados no texto através das equações diferenciais. E no 
[APÊNDICE 41 disponibilizamos a tabela de dados usada para obter o gráfico da posição dos 
pêndulos acoplados em função do tempo. 
1 .i. EQUIL~RIO ESTÁVEL. FORÇA RESTAURADORA 
As crianças se divertem com um brinquedo chamado João Bobo (Fig.l), que quando 
deslocado de sua posição de repouso vertical, tende a retomar para mesma. E permanece 
oscilando em torno dessa posição, como se uma força sempre o puxasse de volta. 
Fig.1- João Bobo. 
Dizemos que um corpo está em equilíbrio quando ele não se desloca nem gira, isto é 
quando ele está parado. Quando um corpo retoma a sua posição de equilíbrio após um 
deslocamento, dizemos que ele está em equihíbrio estável. Isto ocorre porque atuam sobre o 
corpo forças que tendem a levá-lo de volta à sua posição de equilíbrio. Estas forças são 
denominadas forças restauradoras. Os corpos que estão em posições de equilíbrio estável 
oscilam como o João Bobo em tomo da sua posição de equilíbrio. Eles são denominados 
osciladores. Iniciaremos nosso estudo sobre osciladores com o problema do pêndulo simples. 
1.2. PÊNDULO SIMPLES 
Pêndulo simples é um sistema formado por um fio inextensível de comprimento I e 
massa desprezível e uma partícula de massa m. A partícula está ligada em uma das 
extremidades do fio e a outra está pendurada em um suporte (Fig.2). A massa possui urna 
posição de equilíbrio estável, ponto mais baixo da trajetória (Fig.2). Assim, quando deslocada 
dessa posição oscila em tomo da vertical que passa pelo ponto, semelhante ao João Bobo. 
Fig.2 - Pêndulo simples. Eixos principais de análise. 
Um corpo pendurado por um fio se comporta como pêndulo simples quando a massa 
do fio é muito menor que a massa do corpo e as dimensões do corpo são muito menores que o 
comprimento do fio. 
Para resolvermos o problema do pêndulo simples é necessário obtermos a sua posição 
como função do tempo. Podemos localizar o pêndulo com o ângulo B(t)  ou com o 
comprimento do arco s (t) representados na Fig.2. 
Como no pêndulo simples a massa é considerada uma partícula a força de resistência 
do ar não é considerada no problema. Assim, as Únicas forças que atuam na massa são a força- 
peso (P) e a tensão ( T ) .  Para aplicar a Segunda Lei de Newton vamos isolar a massa e 
colocar as forças que atuam nela pig.3). 
Fig.3 - Diagrama de forças. 
Com efeito, temos a equação 
T + P =  m-ã. 
O diagrama de forças mostra que a força restauradora nesse caso é a componente 
tangencial da força-peso, dado que esta componente tende a deslocar a massa para o ponto de 
equilíbrio. Como a componente da tensão na direqão do vetor unitário 6 é nula, a Segunda 
Lei nesta direção nos fornece 
4 = m-a,  
-m.g-seno= m-a ,  
logo, a aceleração tangencial é dada por 
A expressão (I) mostra que a aceleração do pêndulo não é constante, ela depende do 
valor de 8, ou seja, se modifica para cada posição do pêndulo. 
A variação da aceleração com o ângulo 8 fica mais clara quando analisamos o gráfico 
da fwição trigonométrica sene representado na (Fig.4). 
Fig.4 - Gráfico da função seno. 
A função sen8 é periódica, isto é, ela se repete em intervalos angulares iguais e fixos. 
Ao percorrermos no eixo 6 um intervalo de 2n  radianos (rad) notamos que a função 
começa a se repetir. O menor intervalo para a repetição chama-se período, portanto, a função 
sen8 é periódica e seu período é 2.n rad. Vemos também que a função somente assume 
valores (imagem da função) no intervalo fechado [-1,+1]. No caso do pêndulo simples 
(Fig.2) o ângulo 8 assume valores (domínio da função) no intervalo --, + - . [ ;  ;] 
A solução do problema do pêndulo é mais complicada do que a solução dos problemas 
com aceleração constante estudados anteriormente (movimentos retilíneos uniforme e 
uniformemente variados e o movimento dos projéteis). Nesses casos conseguimos obter todas 
as equações das posições e velocidades das partículas em função do tempo com manipulações 
matemáticas compreensíveis para alunos do Ensino Médio. No caso do pêndulo, as soluções 
são obtidas utilizando equaçaes diferenciais que fazem parte do conteúdo das disciplinas de 
Matemática dos cursos de Ensino Superior. Estas soluções não são compreensíveis para 
alunos do Ensino Médio. 
A resolução de problemas mais complicados no Ensino Médio pode ser obtida de 
forma aproximada utilizando-se vídeos elou aplicativos. Existem vários trabalhos que 
mostram como o problema do pêndulo simples [4] pode ser resolvido desta forma. Nesta 
monografia escolhemos para discutir a solução do pêndulo simples o vídeo "Oscilações" 
porque a metodologia utilizada é semelhante a que adotamos no video "Pêndulos Acoplados" 
para resolver o problema de dois pêndulos acoplados. Ambos estão no DVD que acompanha 
esta monografia. No vídeo "Oscilações" são apresentados alguns resultados importantes sobre 
o movimento do pêndulo simples. Alguns destes resultados foram listados a seguir: 
1) A força de resistência do ar pode ser desprezada quando a dimensões das 
massas são pequenas. 
2) O período do pêndulo não depende da massa quando a resistência do ar é 
desprezível. 
3) O periodo do pêndulo depende em geral do valor inicial do angulo 8. 
4) No caso em que os valores do ângulo 8 são pequenos, o período do pêndulo 
não depende do valor inicial do ângulo 8. 
5) O período do pêndulo diminui quando seu comprimento diminui e aumenta 
quando a gravidade efetiva diminui. 
6 )  Quando o comprimento do pêndulo é igual a (1,OO & 0,O 1)m, o valor de 10 
períodos (1 0. r) é igual a (20,03 I 0,03) S .  
Para facilitar a acesso às cenas do vídeo "Oscilações" [I] que deram origem às 




Discussão da dependência do período com 
seus parârnetros e condições iniciais 
Construção da solução do pêndulos simples 
com o movimento das sombras 
Pêndulo forçado 
0:00 min a 0:43 min 
0:45 min a 5:09 rnin 
5: 10 rnin a 1 1 :30 rnin 
11:31 min a 14:42 min 
Descreveremos a seguir como a solução do pêndulo para ângulos pequenos pode ser 
obtida a partir da utilização do vídeo. Com esta finalidade, vamos analisar inicialmente o 
círculo trigonométrico. Por definição o círculo trigonométrico tem raio R unitário. 
Fig.5 - Círculo de raio R unitário. 
A Fig.5 mostra que a ordenada (y,) do ponto A é o sen8 e abscissa (x,) é ocos8, 
uma vez que 
O ângulo 8 expresso em radianos é a razão entre o comprimento do arco ( s ) e o raio 
( R ) do círculo 
Por isto, no caso do círculo trigonométrico cujo raio é unitário, a medida do ângulo 
coincide com a medida do arco. 
Fig.6 - Circulo trigonométrico. 
Obse~ando a Fig.6 verificamos que no caso do ângulo 8, o valor do sen(8,) se 
aproxima da medida do arco (sen(0,)n AB). Logo, podemos conciuir que para ângulos 
pequenos 
A aproximação (4) se confirma quando ampliamos a região para pequenos ângulos 
(Fig.7 e Fig.8) no gráfico da função sen O. 
Fig.7 - Região envolvida para a ampliação. 
Fig.8 - Ampliação da região envolvida. 
Notamos que para pequenos ângulos, o da função sen Bse transforma em uma 
reta. Conhando nossa aproximação (4). 
Portanto, pela equação (I), para pequenos ângulos a aceleração tangencial do pêndulo 
simples se reduz a 
Para obter a solução dessa equação, vamos utilizar a imagem do vídeo [I] que mostra 
que a sombra do pêndulo (Fig. 10) acompanha a sombra de um bastão P que foi projetada em 
um anteparo vertical. O bastão está em repouso sobre uma plataforma que gira com 
velocidade angular constante (Fig.9). 
Fig.9 - Bastão em movimento circular e sua projeção em um anteparo vertical. 
O movimento da sombra do pêndulo acompanha a sombra do bastão no anteparo 
vertical. 
Fig. 10 - A sombra do pêndulo acompanha a sombra do bastão no anteparo. 
O bastão realiza um movimento circular uniforme (MCU) em um plano horizontal 
(Fig.9), de tal forma que podemos obter o movimento de sua sombra projetando o ponto, que 
representa a base do bastão, no eixo Ox . 
Fig. 1 1 - Vista de cima do MCU anterior. 
Pela (Fig. 1 1) a equação que descreve o movimento da sombra do bastão no anteparo C 
(6). 
As propriedades desta solução ficam mais claras no gráfico x ( t )  versus t 
Fig. 12 - Gráfico da função x (t) . 
A Fig.12 nos permite interpretar o significado físico dos parâmetros da solução. O 
módulo do parâmetrod representa o deslocamento máximo da sombra, chamado de 
amplitude do movimento. O parâmetro w que no movimento circular representa a velocidade 
angular da base do bastão, no movimento da sombra possui outro significado, dado que a 
sombra não está girando. O parârnetro w é chamado de frequência angular. O menor 
intervalo de tempo que a sombra leva para repetir a mesma posição e a mesma velocidade é 
denominado período ( r )  do movimento da sombra. Ele é igual ao período do MCU do 
bastão. Entretanto, mesmo que a velocidade angular do MCU e a frequência angular do 
movimento da sombra possuam significados diferentes, as relações entre elas e o período são 
iguais, isto é 
Outra grandeza importante no movimento da sombra é a frequência que é o número de 
oscilações por segundo. A relação entre a frequência e o período é 
1 
A unidade da frequência (f) é - que é denominada Hz (hertz) e a unidade da 
S 
rd frequência angular (w) é - - 
S 
O argumento do cosseno (d + 6 )  é a chamada fase do movimento, logo 6 representa 
a fase inicial. A amplitude máxima do movimento (A) e a fase inicial (S) são determinadas 
pelas condições iniciais do movimento, que são duas, a posição inicial (x,,) e a velocidade 
inicial (v,). 
Com a compreensão dos parâmetros da solução (6) concluímos o estudo da função que 
descreve o movimento da sombra do bastão. Agora, vamos obter a expressão matemática para 
a velocidade da sombra de maneira análoga ao que fizemos para a posição. Com esta 
finalidade, vamos projetar o vetor velocidade (i) do ponto que representa a base do bastão 
em MCU (Fig.13) no eixo Ox . O vetor velocidade é tangente a circunferência em cada ponto 
Jt e forma com o eixo Ox um ângulo f l =  wd + S + -. Com efeito, 
2 
Fig. 13 - Vista de cima do MCU. 
No MCU o módulo do vetor velocidade é constante e seu valor é dado por 
Substituindo (9) em (8), chegamos a expressão para a velocidade da sombra em 
função do tempo. 
v, ( t )  = -w.A.sen(ut+ S) 
A dedução formal da expressão da velocidade obtida por meio de equações 
diferenciais se encontra no [APÊNDICE 11. Vamos estudar as propriedades da velocidade da 
sombra (10). O gráfico da velocidade da sombra como função do tempo se encontra na 
Fig. 14. 
Fig. 14 - Gráfico da velocidade da sombra. 
Como o movimento da sombra é unidimensional, a velocidade da massa em 
determinado instante t '  é o coeficiente angular da reta tangente do gráfico x ( t )  versus t 
neste mesmo instante. Na Fig. 15 foram desenhadas as tangentes nos pontos em que o módulo 
do deslocamento é máximo (Ix(t)( = A) e nos pontos onde o deslocamento da massa é nulo 
(Ix(t)l = O ) .  A observação do gráfico permite concluir que o período do movimento da 
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sombra é o menor intervalo de tempo para que a mesma situação flsica se repita, isto é, para 
que 
Fig. 15 - Gráfico da função x ( r ) .  Retas tangentes em alguns pontos. 
Na Fig. 16 foram desenhadas no mesmo gráfico as funções x (t) e v, (t) . Com ele 
podemos facilmente analisar o movimento da sombra do bastão entre os instantes t ' e t '+ At 
representados na figura: 
1) Em t ' a sombra tem velocidade nula. 
2) A seguir, ela começa a se aproximar da origem 0' (Fig.9 e Fig.10) com 
velocidade negativa. 
3) Quando x = O a velocidade atinge o seu valor mínimo. 
4) Quando a sombra atinge o ponto x = -A,  ela para instantaneamente e inverte o 
seu movimento. 
5) A partir daí a velocidade fica positiva, cresce atingindo o seu máximo em 
x-O evoltaaseanularem x =  + A .  
Fig. 16 - x(t) (linha interrompida) e v, (2) ( M a  contínua). Para efeito de escala 14 = 1. 
Vamos retomar ao problema do pêndulo. No vídeo "Oscilações" observamos que a 
sombra do pêndulo acompanha a sombra do bastão. Então, a posição horizontal do pêndulo é 
dada por (6) 
x (t) = A cos (d + 6). 
Podemos fazer uma aproximação (Fig. 17) para ângulos pequenos. 
Fig. 17 - Aproximação para ângulos pequenos. 
A Fig.17 mostra que na aproximação para ângulos pequenos o comprimento do arco s 
e a posição x são aproximadamente iguais. 
Logo, o problema do pêndulo está parcialmente resolvido. Falta encontrar a relação 
entre o período do pêndulo e os parâmetros (I, m ,  g) que aparecem na resolução deste 
problema. Com esta finalidade vamos utilizar alguns resultados do vídeo que foram citados no 
início do texto: 
O período do pêndulo não depende da massa quando a resistência do ar é 2) 
desprezível. 
4) No caso em que os valores do ângulo 8 são pequenos, o período do pêndulo 
não depende do valor inicial do ângulo 8. 
5 )  O período do pêndulo diminui quando seu comprimento diminui e aumenta 
quando a gravidade efetiva diminui. 
6) Quando o comprimento do pêndulo é igual a (1,OO -c 0,01)m, o valor de 10 
períodos (1 0 -r) é igual a (20,03 I 0,03)s. 
Vamos fazer uma análise dimensional para tentar obter uma expressão para o período 
do pêndulo que contemple as observações (2), (4) e ( S ) ,  
a razão entre 1 e g possui dimensão de tempo ao quadrado. Portanto, o período do pêndulo 
deve ser proporcional à raiz quadrada desta razão. 
O resultado das medidas experimentais realizadas no vídeo, observação (6), permite 
calcular o valor da constante adimensional c. As medidas realizadas no vídeo nos permitem 
encontrar o valor de c = 6,3, bem próximo do valor obtido pelas equações diferenciais 
[APÊNDICE 11, c = h. Assim, o período do pêndulo é expresso por 
Para pequenas oscilações a expressão da aceleração tangencial do pêndulo simples 
pode ser reescrita da seguinte forma 
Resumimos a seguir os seguintes resultados para o problema do pêndulo no regime de 
oscilações de pequenas amplitudes: 
1) A aceleração do pêndulo é: 
2) A solução do pêndulo é: 
3) A frequência angular do movimento é: 
As funções seno e cosseno são denominadas funções harmônicas. Como a solução 
(16) é uma função harmônica, denominamos o pêndulo simples de oscilador harmônico. O 
movimento realizado pelos osciladores harmônicos é chamado de movimento harmônico 
simples (MHS). 
Agora, vamos estudar o sistema massa-mola. Mostraremos que é possível obter a 
solução deste sistema fazendo uma analogia dele com o pêndulo simples. 
1.3. SISTEMA MOLA-MASSA-MOLA 
O sistema massa-mola que vamos estudar é constituído por uma plataforma plana e 
horizontal onde se encontra apoiada uma massa (m ) entre duas molas iguais, cujas constantes 
elásticas valem k (Fig.18). A massa possui um ponto de equilíbrio estável, neste ponto 
escolhemos a origem do eixo Ox . 
Fig. 18 - Sistema massa-mola. 
Quando deslocada dessa posição a massa começa a oscilar em tomo dela, de maneira 
semelhante ao pêndulo simples e ao João Bobo.. Para simplificar o problema vamos 
desconsiderar o atrito da massa com a plataforma e as massas das molas. Essas simplificações 
são boas quando a massa das molas é muito pequena comparada à massa que oscila. 
De maneira semelhante ao problema do pêndulo simples estamos interessados em 
obter uma função que descreva a trajetória da massa ao longo do tempo, ou seja, pretendemos 
achar x (t). Devemos, portanto, aplicar a Segunda Lei de Newton. Vamos isolar a massa na 
posição em que seu deslocamento da posição de equilíbrio vale x (Fig. 19) e colocar as forças 
que atuam sobre ela (Fig.20). 
Fig. 19 - Sistema deslocado do equilíbrio. 
'i! 
Fig.20 - Diagrama de forças. 
Na direção vertical não há deslocamentos, logo P + N = 6 .  Na direção horizontal temos 
Vamos supor que a forças exercidas por cada uma das molas obedecem à Lei de 
Hooke, isto é 
A Lei de Hooke pode ser utilizada sempre que a deformação da mola não é muito 
grande comparada ao passo da hélice da mola. Substituindo a expressão (1 9) na (1 8), temos 
portanto, a expressão da aceleração da massa na direção horizontal é dada por 
Podemos notar a semelhança entre a aceleração expressa pela equação (20) e a 
aceleração do pêndulo simples para pequenos deslocamentos (16). Nos dois casos, as 
acelerações são proporcionais aos deslocamentos das massas e tendem a levá-las para a 
posição de equilíbrio. 
Assim, esperamos que a solução do sistema massa-mola (x (t)) seja do mesmo tipo da 
solução do pêndulo simples (16). A equação que fornece a aceleração do pêndulo simples 
para pequenas amplitudes (16) se transforma na equação que fornece a aceleração do sistema 
massa-mola se fizermos a seguinte substituição: 
Podemos obter a solução do sistema massa-mola descrito pela equação (20) fazendo a 
substituição da expressão (2 1) nas equações (1 6) e (1 7), isto é 
onde a frequência angular é dada por 
Osciladores harmônicos são descritos por funções harmônicas cujos períodos 
dependem apenas de seus parâmetros fisicos. Todos eles são descritos por equações análogas. 
Por isto, sempre que mostrarmos que um sistema satisfaz uma equação análoga a de um 
oscilador harmônico não precisamos resolvê-la porque já conhecemos sua solução. 
Agora, vamos resolver um problema de dois pêndulos acoplados. Vamos tentar 
resolver este problema através de vídeos e programas que permitem obter a trajetória dos 
mesmos. 
CAPÍTULO 2 - MODOS NORMAIS DE OSCILAÇÃO 
2.1. PÊNDULOS ACOPLADOS 
Vamos estudar um oscilador acoplado, formados por dois pêndulos simples idênticos 
(m,l) ligados por uma mola ( k )  (Fig.21). Resolvemos o problema do pêndulo simples e 
concluímos que para pequenas amplitudes ele 6 um oscilador harmônico. Os pêndulos agora 
estão ligados por uma mola, assim, o deslocamento de um deles influencia o do outro. O 
video "Pêndulos Acoplados" [2] mostra que os movimentos dos pêndulos acoplados não são, 
em geral, harmônicos. Estas cenas estão situadas no intervalo de tempo que vai de 0:00 min 
até 1 :04 min. 
Fig.2 1 - Pêndulos acoplados na posição de equilíbrio. 
Com o auxilio do video "Pêndulos Acoplados" [2] investigamos a possibilidade de 
existirem situações nas quais os pêndulos acoplados têm movimentos harmônicos. Quando 
dois pêndulos acoplados oscilam harmonicamente dizemos que eles estão se movimentando 
em um modo, denominado modo normal de oscilação. Com esta finalidade, comparamos o 
movimento do pêndulo simples com o movimento dos pêndulos acoplados. 
Vamos inicialmente obter as acelerações que descrevem o movimento dos dois 
pêndulos acoplados. Para um pequeno deslocamento do equilíbrio (Fig.22), vamos isolar as 
massas e colocar as forças que atuam em cada uma delas utilizando a Terceira Lei de Newton 
(Fig.23). Em seguida, vamos aplicar a Segunda Lei de Newton. 
Fig.22 - Pêndulos deslocados do equiiíbrio. 
Fig.23 - Diagramas de forças. 
As forças F e -F representadas na Fig.23 são as forças que a mola exerce sobre as 
massas. Seus módulos são iguais porque consideramos a massa da mola desprezível. Pela 
Segunda Lei de Newton 
Sabemos pelo problema do pêndulo simples que a força restauradora se encontra na 
direção tangencial. Então, pela Segunda Lei de Newton nessa direção 
Assim como no problema do sistema massa-mola as forças elásticas obedecem à Lei 
de Hooke como uma boa aproximação. E lembrando que para pequenas amplitudes (Fig. 17) a 
direção tangencial se aproxima da direção horizontal Ox , pois s ( t )  = x ( t )  . 
Substituiudo (28) e (29) em (26) e (27), temos 
Relembrando que para pequenas oscilações as componentes das acelerações na direção 
tangencial e na direção do eixo Ox são aproximadamente iguais, podemos reescrever as 
equações (30) e (3 1) da seguinte forma: 
Analisando o sistema formado pelas equações (32) e (33) podemos notar que a 
aceleração de um dos pêndulos depende das coordenadas do outro pêndulo. Isto significa que 
as equações que descrevem o movimento dos pêndulos são acopladas. A solução do sistema 
de equações diferenciais se encontra no [APÊNDICE 21. Algumas das propriedades destas 
soluções aparecem no experimento que foi utilizado para fazer o vídeo "Pêndulos Acoplados" 
[2]. Elas estão listadas a seguir: 
1 )  Em geral, quando os pêndulos acoplados são retirados das suas posições de 
equilíbrio, eles não oscilam em movimento harmônico, uma vez que as amplitudes máximas 
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das oscilações dos pêndulos variam com o tempo. Estas cenas estão situadas no intervalo de 
tempo que vai de 0:00 rnin até 1 :O4 min. 
2) Existem pelos menos duas maneiras de soltar os pêndulos onde eles 
acompanham o movimento de um pêndulo simples, consequentemente eles têm movimentos 
harmônicos (modos normais de oscilação). As condições iniciais que colocam os pêndulos 
nos seus módulos normais de oscilações estão representadas nas Fig.24 e Fig.25. As cenas do 
primeiro modo normal estão no intervalo 1:40 min a 2: 15 min e as do segundo modo 2:22 min 
a 3:04 min. 
Fig.24 - O primeiro modo normal de oscilação foi obtido com as condições iniciais 
- - -  
XOl =X,,;v,, =v,, =o. 
Fig.25 - O segundo modo normal de oscilação foi obtido com as condições iniciais 
- - -  xo, =-Xo2;v,, = V, =o. 
3) As frequências de oscilação dos modos normais dos pêndulos acoplados são 
diferentes, uma vez que os pêndulos simples que acompanham o movimento dos pêndulos 
acoplados nos seus modos normais tem comprimentos diferentes. O movimento dos pêndulos 
acoplados descrito na Fig.24 é denominado primeiro modo normal de oscilação e o da Fig.25 
é denominado segundo modo normal de oscilação. 
4) O comprimento do pêndulo simples que acompanha os pêndulos acoplados no 
seu primeiro modo normal de oscilação é muito próximo do comprimento dos pêndulos 
acoplados. Logo a frequência angular de oscilação do primeiro modo normal é dada por 
Com as informações fornecidas pelo vídeo "Pêndulos Acoplados" [2] podemos 
descrever o movimento dos pêndulos no primeiro módulo normal de oscilação com as 
seguintes equações: 
x, ( t )  = A . c o s ( d + d )  
x, ( t )  = A - c o s ( d + S )  
A equação (34) permite entender o primeiro modo normal da seguinte forma: Como os 
deslocamentos são iguais a mola não se deforma, ou seja, o acoplamento deve desaparecer. 
Por isto, os dois pêndulos oscilam como pêndulos livres. 
Não é possível com vídeo "Pêndulos acoplados7' obter a relação que existe entre os 
parâmetros internos dos pêndulos acoplados (I, k , m ) ,  e a aceleração da gravidadeg . A 
expressão que fornece a frequência angular do segundo modo normal é [APÊNDICE 21 
Todavia, a medida do comprimento do pêndulo simples que acompanhou o pêndulo 
acoplado no segundo modo normal permite calcular o seu valor. No [APÊNDICE 41 
disponibilizamos os valores dos comprimentos e suas respectivas incertezas. 
. O vídeo [2] também mostra que existe uma diferença de fase de n radianos entre as 
posições dos pêndulos, uma vez que os pêndulos estão sempre em posições diametralmente 
opostas em relação às suas posições de equilíbrio. Logo, podemos escrever suas posições 
como 
q ( t )  = B-cos(w't +S)  
x, ( t )  = B.cos(wtt + S +n) 
As deduções formais por meio de equações diferenciais se encontram no 
[APÊNDICE 21. 
A análise do movimento geral dos pêndulos acoplados foi realizada com pontos 
obtidos com o aplicativo ImageJ. Utilizamos neste programa uma sequência de imagens 
capturadas com aplicativo VirtualDub . O vídeo capturado tinha imagens com dimensões de 
320 por 213 px. O video foi produzido com 30 imagens por segundo. Logo o intervalo entre 
duas imagens consecutivas do vídeo era de 1130s. No programa IrnageJ utilizamos as apenas 
as imagens ímpares da sequência capturada no VirtualDub. Por isto, o intervalo de tempo 
entre duas imagens consecutivas da sequência utilizada no ImageJ foi de 2130s. A Fig.26.1 
mostra uma destas imagens. Nela foram marcados a origem O do sistema de eixos 
coordenados e o ponto P cujas coordenadas o programa forneceu. Denominamos o eixo 
horizontal de eixo Olc . 
Fig.26.1 - Imagem utilizada no ImageJ. 
Na Tabela 1 [APÊNDICE 41 foram colocados o número (N) da imagem e a 
coordenada (x) do ponto P da imagem N em pixels. O tempo correspondente a posição do 
ponto P da imagem N é dado por: 
A Fig.26.2 mostra o gráfico obtido com a Tabela 1. Na abscissa foram colocados o 
número da imagem N da sequência utilizada no ImageJ e na ordenada a posição do ponto P 
em pixels [APÊNDICE 41. 
x versus N 
Fig.26.2 - Gráfico de x, (t) obtido pelos programas através do vídeo. 
O gráfico da Fig.26 mostra um movimento periódico com amplitude máxima variável. 
O período do movimento do pêndulo (denominado período rápido z, ) e período de variação 
da amplitude miixima (denominado período da amplitude z, ) são bem diferentes. Eles foram 
estimados no [APÊNDICE 41 e são iguais a 
A pergunta que se coloca a seguir é "Será que existe alguma forma de se obter o 
movimento geral dos pêndulos acoplados a partir das funções que descrevem os dois modos 
normais de oscilações que obtivemos?'. 
A seguir está apresentada a análise que fizemos para responder a esta pergunta. Vamos 
tentar obter com as funções que descrevem os modos normais dos pêndulos uma função que 
descreva de modo qualitativo o movimento geral dos pêndulos acoplados. A proposta mais 
simples seria a soma das funções que descrevem os modos normais. Com efeito, 
Para facilitar a análise, escolhemos as fases iniciais nulas (6, = S, = 0) e as amplitudes 
iguais (A, = A, = A, = A, = A). A igualdade das amplitudes está dando aos dois modos pesos 
iguais. Vamos tentar obter uma solução apenas para um dos pêndulos, pois a discussão é 
análoga para o outro. Vamos utilizar a seguinte identidade trigonométrica 
tos ( p )  + cos (q )  = 2. cos - COS - ("iq) ( p ; q )  
Aplicando (42) para a equação (40), temos 
O gráfico da expressão (43) para o caso das frequências dos modos normais bem 
próximas uma da outra ( w' = w ) se encontra na Fig.27. 
Fig.27 - Gráfico de x, (t) obtido teoricamente (43) . 
A semelhança do gráfico obtido pelos programas (Fig.26) com o gráfico obtido 
teoricamente (Fig.27) c o n f i a  que a soma das soluções dos modos normais pode ser a 
solução geral do movimento dos pêndulos acoplados. Esta suposição é confirmada quando 
resolvemos as equações diferenciais dos pêndulos acoplados e verificamos que os modos 
normais formam uma base para as soluções destas equações [APÊNDICE 21. 
Podemos dar veracidade à solução obtida com as somas dos modos normais mostrando 
de forma serni-quantitativa que o período de amplitude e o período rápido obtido com a tabela 
gerada com o video e os períodos rápidos e de amplitude obtidos com os as medidas dos 
comprimentos os pêndulos simples que acompanham os dois modos normais tem acurácia 
grande. Com esta fínalidade, vamos reescrever a expressão (43). 
w'+ w 
x, (t) = A (t) - [(?) - t ] 
onde 
Assim, podemos obter uma expressão para o período de amplitude e para ao período 
rápido. 
O comprimento do pêndulo simples que acompanhou o movimento dos pêndulos 
acoplados no primeiro modo de oscilação vale 1, = (50,O I 0,3) cm. Logo, o período do 
primeiro modo normal de oscilação é t = (1,419 I 0,008) S .  O comprimento do pêndulo 
simples que acompanhou o movimento dos pêndulos acoplados no segundo modo de 
oscilação vale 1, = (39, O I 0,3) cm. Logo, o período do segundo modo normal de oscilação é 
t' = (1,253 I 0,008) S .  Assim, o período de amplitude tfa e o período rápido r', obtidos com 
as expressões (44) e (45) são: 
r', = (1,33110,005)s 
r', = (21,511,4)s. 
A seguir repetimos os valores do período de amplitude e o período rápido obtidos com 
a tabela proveniente do vídeo "Pêndulos Acoplados". 
Para comparar os valores obtidos, vamos calcular a acurácia das medidas através da 
expressão 
acurácia = 1"%'1. - 
Os valores da acurácia para o período de amplitude e o período rápido são: 
Esses resultados nos permitem concluir que existe um forte indicativo experimental de 
que o movimento geral dos pêndulos acoplados é a soma dos modos normais dos pêndulos. 
Sabemos que este resultado é sempre válido [APÊNDICE 21, isto é, a função que descreve o 
movimento dos pêndulos acoplados é a combinação linear das funções que descrevem os seus 
modos normais. 
É importante ressaltar as informações que o vídeo "Pêndulos Acoplados" não fornece: 
1) A expressão analítica do movimento geral dos pêndulos. 
2) A relação entre a frequência do segundo modo normal de vibração e os 
parâmetros internos dos pêndulo. 
3) A existência de apenas dois modos normais de vibração para os pêndulos 
acoplados. Retomaremos a esta discussão em breve. 
O vídeo "Oscilações" [I] mostrou que quando tentamos forçar a oscilação de um 
pêndulo simples, ele responde melhor quando a frequência da força extema é próxima da 
frequência de oscilação do pêndulo livre. No vídeo "Pêndulos Acoplados" [2] (3:06 min a 
4:05 min) mostramos que quando tentamos forçar os pêndulos aparecem facilmente os dois 
modos normais de oscilação. Este fenômeno é conhecido como ressonância [APÊNDICE 31. 
Na Fig.28 está representado o ponto de aplicação da força extema, seu ponto de suspensão. 
Para uma anhlise mais completa veja [5] e [6]. 
Fig.28 - Pêndulos em suas posições de equilíbrio. 
Agora, vamos resolver o problema do sistema massa-mola com duas molas acopladas. 
Obteremos sua solução geral fazendo uma analogia com o problema dos dois pêndulos 
acoplados. 
2.2. SISTEMA MASSA-MOLA ACOPLADO 
Vamos estudar um sistema massa-mola formado por duas massas iguais ( m  ) ligadas 
por três molas também iguais ( k )  de comprimentos naturais I, (Fig.30). Na posição de 
equilíbrio do sistema as molas estão submetidas a uma força constante (f ) e presas nos 
extremos em um suporte vertical. De maneira semelhante ao problema dos dois pêndulos 
acoplados, o deslocamento de uma das massas influencia o da outra. 
Fig.30 - Sistema massa-mola com duas massas acopladas. 
Em geral, quando as massas são deslocadas de suas posições de equilíbrio seus 
movimentos não são harmônicos. 
Resolvemos o problema dos dois pêndulos acoplados e mostramos que existem dois 
modos normais de oscilação, nos quais os pêndulos oscilam harmonicamente. Mostraremos 
através de uma analogia com o problema dos dois pêndulos acoplados, que o sistema massa- 
mola acoplado com deslocamento transversal (Fig.3 1) também possui dois modos normais de 
oscilação. 
Para simplificar o problema vamos desprezar a resistência do ar, a massa das molas e a 
força-peso que atua nas massas. Essas aproximações são boas quando as dimensões das 
massas são pequenas, quando as forças das molas são muito maiores que a força-peso e 
quando as molas são leves em comparação com as massas. 
Vamos obter as acelerações do movimento das massas acopladas. Para um pequeno 
deslocamento do equilíbrio (Fig.31), vamos isolar as massas e colocar as forças que a tum 
sobre elas (Fig.32). Em seguida, aplicaremos a Segunda Lei de Newton. 
Fig.31 - Sistema massa-mola deslocado do equilíbrio. 
. - - - - - - - - - - $ - - - - - - - - - - + * - - - - - - - -  
I 1 I 
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Fig.32 - Diagrama de forças. 
Pelo diagrama de forças, temos 
Para pequenos deslocamentos transversais podemos desconsiderar os deslocamentos 
longitudinais, ou seja, as molas praticamente não alteram a sua deformação inicial ( I  -2 , ) .  
Logo, o módulo da força ( T )  que as molas exercem sobre as massas permanece constante. 
Assim, as componentes no eixo Oy da Segunda Lei de Newton são: 
- 
Para pequenos ângulos (na Fig.6 vemos que cos(0,) = OA = 1) podemos fazer a 
seguinte aproximação 
Sen - sen (8) tg (8) = -
CoS (8) 
Então, pela Fig.32 podemos escrever 
Yl sen (a) s - 
I 
Y2 - Yl sen (p)  - 
I 
Y2 sen ( y) s - 
I 
Substituindo as expressões (49), (50) e (5 1) em (46) e (47), chegamos a 
As expressões (52) e (53) nos permitem encontrar as acelerações transversais das 
massas 
Percebemos a semelhança das acelerações (54) e (55) com as acelerações dos dois 
pêndulos acoplados (32) e (33), apenas as constantes são diferentes, a relação matemática 
entre as variáveis de ambos os problemas é a mesma. As equações do sistema massa-mola 
também confirmam o acoplamento das massas, a aceleração de uma delas depende das 
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coordenadas da outra. Dessa maneira esperamos que as soluções dos problemas sejam 
análogas. Assim como fizemos com o pêndulo simples e o sistema massa-mola com uma 
massa. Com efeito, as equações(32) e (33) dos pêndulos acoplados se transformam nas 
equações do sistema massa-mola acoplado (54) e (55) se fizermos as seguintes 
substituições: 
Destas modificações (56) e (57) conseguimos obter as frequências angulares dos 
dois modos normais de oscilação ( w  e o') do sistema massa-mola acoplado 
Assim como no pêndulo acoplado, a solução geral é a soma das soluções dos modos 
normais de oscilação 
x, (t) = A.cos(a#+S,)+B.cos(w't +a,) 
x2 (t) = A.COS (N + 62) - BXOS (CU' t + S2) 
No vídeo [3] mostramos o sistema massa-mola com duas massas acopladas oscilando 
nos modos normais aplicando forças externas periódicas em suas extremidades. 
CAPITULO 3 - APLICAÇ~ES 
3.1. CORDAS VIBRANTES E TIMBRE 
No problema dos dois pêndulos acoplados e no problema das duas massas acopladas 
mostramos que existem dois modos normais de oscilação. Ou seja, para duas massas existem 
dois modos normais e a solução geral do movimento delas é a soma das soluçi5es dos modos 
normais. Este resultado pode ser generalizado para qualquer quantidade de massas acopladas. 
Ou seja, é possível mostrar que para N massas acopladas oscilando em uma dada direção, 
existem N modos normais de oscilação para o sistema. De tal forma que a solução geral para 
o movimento do sistema será a soma de todas as soluções dos N modos normais. O vídeo 
"Osciladores Forçados" [3] mostra os três modos normais de um sistema massa-mola com três 
massas oscilando na vertical (0:43 rnin a 1:40 rnin). 
Esta discussão qualitativa nos permite compreender o conceito de timbre utilizado 
pelos músicos. É possível mostrar que podemos considerar uma corda de um instrumento 
musical como o caso limite de um sistema massa-mola com um número muito grande de 
massas acopladas. Para uma demonstração formal veja [5]. O vídeo "Osciladores Forçados" 
[3] mostra os primeiros modos normais de uma corda quando aplicamos uma força externa 
periódica em uma de suas extremidades (1:45 min a 3:06 min). As amplitudes dos modos 
normais são diferentes e para os modos de frequências maiores possuem amplitudes muito 
pequenas e são desprezíveis. 
A nota de um instrumento musical está associada ao modo normal de menor 
frequência. Ao puxarmos a corda de um violão o som produzido é a soma de todos os modos 
normais na corda. Dado que é praticamente impossível reproduzir as condições iniciais na 
corda para que oscile em apenas um modo normal. Os modos normais dominantes definem a 
qualidade do som denominada timbre. É fácil perceber que um lá (440 Hz) tocado em um 
violão é diferente daquele tocado por um violino. Isto acontece porque os modos normais 
dominantes destes instrumentos são diferentes. A contribuição de cada modo normal está 














O triunfo da Ciência ao longo da História do conhecimento humano nos deixou hoje 
com alguns dilemas. É necessário discutirmos o que é essencial. O que desejamos que nossas 
crianças aprendam? O conhecimento que estarnos fornecendo proporciona a elas meios para 
viver na sociedade que os aguarda? Essas e muitas outras questões penneiam o ensino de 
ciências no atual Ensino Médio. 
Em primeiro lugar, vamos comentar sobre utilização de recursos tecnológicos. A 
tecnologia desempenha um papel central em nossa sociedade. Nosso lazer, nosso trabalho, 
nossa comunicação estão repletos de tecnologia. Assim, tentamos mostrar que utilizando 
recursos como vídeos e soffwares, podemos resolver problemas de dificil abordagem no 
Ensino Médio. Não esgotamos as possibilidades, existem outros recursos igualmente 
aplicáveis e disponíveis. 
Em segundo lugar, a contextualização e a interdisciplinaridade dos conteúdos. 
Encerramos nossa proposta mostrando uma aplicação dos conteúdos desenvolvidos no texto e 
nos vídeos. Mostramos uma aplicação na Música. Poderíamos estender essa aplicação para a 
Biologia, por exemplo. Comentando sobre as cordas vocais e os tímpanos. Entretanto, 
optamos por não estender. Dado que exigiria uma pesquisa mais detalhada no campo e fugiria 
aos limites desta proposta. 
Esperamos que com a nossa tentativa de ensinar osciladores deixemos nossa 
contribuição para o intenso e atual debate sobre o Ensino Médio. 
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PÊNDULO SIMPLES 
Vamos obter a posição ( ~ ( t ) )  e a velocidade (v(t)) como funç6es do tempo por meio 
de equações diferenciais. Com efeito, vamos reescrever a expressão da aceleração tangencial 
do pêndulo para pequenos ângulos obtida no texto 
fazendo a substituição 
a equação pode ser reescrita como 
Essa equação (2) é chamada de equação do oscilador harmônico unidimensional. Esta 
é uma equação diferencial linear de segunda ordem homogênea. No texto mostramos que 
0 ( t )  para pequenos ângulos é uma função harmônica. Com efeito, vamos substituir na 
equação do oscilador (2)  a função cosseno 8 (t) = A- cos (a# + 6 )  (3) e confirmar sua validade 
Portanto, a função cosseno é de fato uma possível solução de (2). Por meio de (3) 
podemos deduzir a expressão para a velocidade do pêndulo em função do tempo. Basta 
derivá-la, 
Determinamos a posição e a velocidade do pêndulo em função do tempo. Agora, 
vamos determinar seu período ( r )  de oscilação. A definição fisica de período consiste no 
menor intervalo de tempo para que o oscilador repita a mesma situação fisica, ou seja, assuma 
os mesmos valores para a velocidade e para a posição. Isto é, 
Aplicando as condições acima nas funções, temos 
para que as expressões sejam verdadeiras, temos que impor a seguinte condição sobre os 
argumentos das funções 
substituindo n = 1, temos 
portanto, podemos escrever o período do pêndulo para pequenas amplitudes como 
SISTEMA MOLA - MASSA - MOLA 
Para o sistema massa-mola vamos determinar sua posição e sua velocidade como 
funções do tempo por analogia com problema do pêndulo simples. Com efeito, vamos 
reescrever a aceleração da massa para pequenos deslocamentos obtida no texto 
fazendo a substituição de (7) em (6 )  
temos 
Esta equação é a equação do oscilador harmônico unidimensional. Portanto, sabemos 
que (8) possui como possível solução a função cosseno. Isto confirma a equação para a 
posição da massa obtida no texto. 
(9). 
Para obtermos a velocidade da massa em função do tempo, basta derivar (9) 
Para o período de oscilação da massa, basta substituir as constantes, 
APÊNDICE 2 - MODOS NORMAIS DE OSCILAÇÃO 
Vamos resolver o problema dos pêndulos acoplados utilizando equações diferenciais 
para deduzirmos as frequências dos modos normais e a solução geral do problema. Com 
efeito, vamos reescrever o sistema de equações acopladas encontrado no texto (1) e (2) que 
descreve o movimento dos pêndulos 
vamos reescrever utilizando as equações diferenciais, 
Para resolvermos este sistema, vamos somar e subtrair as equações 
Podemos notar que as equações (3) e (4) são as equações do oscilador harmônico 
unidimensional para as coordenadas (x, + x 2 )  e (x, - x2 ) .  Assim, podemos fazer uma 
substituição de variáveis, 
portanto, 
realizando as substituições 
temos o novo sistema 
Podemos notar que nessas coordenadas o sistema se desacopla, isto é, as acelerações 
são independentes. Essas coordenadas são chamadas de coordenadas normais. As soluções 
de (7) e (8) definem o que chamamos de modos normais, nos quais os pêndulos oscilam 










Pela transformação de coordenadas (5) e (6), a solução geral do movimento dos 
pêndulos é dada por 
A B 
xl ( r )  e 2 - ~ C O S ( ~ + ~ ~ ) + - - C O S ( U ' ~ + ~ ~ )  2 
A B 
x2 (t) = - . co s (~+~ , ) - - -COS(W'~  2 2 + d2) 
Podemos notar que as soluções obtidas (11, 12) são combinações lineares das 
coordenadas normais que são linearmente independentes. Logo, pela teoria das equações 
diferenciais a solução obtida é a solução geral do sistema de equações diferenciais dos 
pêndulos acoplados. As frequências angulares dos modos normais são: 
Estes resultados confirmam o que encontramos no texto. Dois modos normais cuja 
superposição nos fornece o movimento geral dos dois pêndulos acoplados, com fkequências 
bem definidas dadas por (1 3) e (14). 
SISTEMA MASSA-MOLA ACOPLADO 
Vamos resolver o sistema massa-mola acoplado através de equações diferenciais. 
Vamos reescrever as acelerações encontradas no texto e fazer uma analogia com o caso dos 
pêndulos acoplados. As acelerações são dadas por 
reescrevendo segundo as equações diferenciais 
De maneira semelhante ao caso dos pêndulos acoplados, vamos somar e subtrair as 
equações (1) e (2). 
Vamos fazer agora a seguinte mudanças de variáveis 
e realizar as substituições 
Chegamos, então, às equações 
As equações mostram que nessas coordenadas o sistema se desacopla de maneira 
semelhante ao caso dos pêndulos acoplados. Assim, as soluções desse sistema são dadas por 
Pela mudança de coordenadas (5) e (6), conseguimos obter a solução do movimento 
das massas. 
Estas equações (13) e (14) confirmam os resultados obtidos no caso dos pêndulos 
acoplados. Dois modos normais cuja superposição fornece o movimento geral dos 
osciladores. 
Através das equações diferenciais dos movimentos dos pêndulos, vamos fazer um 
tratamento mais geral do fenômeno da ressonância. Com esta finalidade, vamos aplicar uma 
força externa periódica a um dos suportes dos pêndulos, conforme mostra o texto (Fig.28) e o 
vídeo [2]. 
F (t) = Fo - cos (wot) i 
Onde o vetor unitário X indica a direção positiva do eixo Ox . Para simplificar o 
problema vamos desprezar a resistência do ar e os possíveis atritos. Após um intervalo de 
tempo muito maior que o período, os pêndulos tendem a oscilar com a frequência constante 
da força externa, assim, praticamente não há dissipação de energia, portanto desprezar os 
atritos se mostra uma boa aproximação. 
Vamos obter as acelerações dos pêndulos. Aplicando a Segunda Lei de Newton em um 
instante após algumas oscilações completas da força externa, vamos obter para cada uma das 
massas, equações análogas ao caso da ausência de força externa obtidas no texto (26) e (27). 
Basta acrescentar a força externa (1) à equação (26). 
As equações (1) e (2) nos levam as acelerações 
g k 4 a,, = - - - x, - - .(x2 - x, ) + - cos(w,t) 
1 m rn 
g k a,, = ---x, +-.(x, -x,) 
I rn 
Inicialmente a frequência de oscilação dos pêndulos não coincide com a frequência da 
força externa, regime chamado de transiente. Após muitos períodos completos da força 
externa, os pêndulos adquirem a mesma Çequência desta força e assim permanecem. Regime 
chamado de estacionhrio. 
Como a força externa é uma função harmônica do tempo, no regime estacionário 
esperamos que as posições dos pêndulos sejam descritas também por funções harmônicas, 
dado que oscilam na sua Çequência. Este resultado foi confírmado nos vídeos [2] e [3]. Com 
efeito, reescrevendo as equações para a notação diferencial 
Para resolvermos esse sistema, de maneira semelhante ao caso das oscilações livres, 
vamos somar e subtrair as equações (6) e (7) 
--. 41 d2(3 + x2) (3 + x2) + -- cos (qt) 
dt2 I m 
dt2 I m m 
Realizando a mesma mudança de coordenadas no caso dos pêndulos acoplados e 
oscilando livremente, 
e as substituições 
as equações se reduzem a 
Estas são equações diferenciais lineares não-homogêneas. As soluções gerais são 
dadas pela soma de duas soluções linearmente independentes, uma solução particular com a 
solução da equação homogênea associada. 
A equação homogênea é a equação do oscilador harmônico unidimensional, suas 
soluções (glh (t);q,, (1))  são nossas conhecidas. 
Para facilitar escolhemos a fase inicial nula ( 6  = O). Precisamos agora, encontrar uma 
solução particular. Vamos testar 
qip ( t )  = Bi - cos (uot) 
Para facilitar escolhemos a fase inicial nula (6  = O). Substituindo nas equações (1 2), 
temos 
d 2 ( q  - cOs ( y t ) )  + u2 - 4 - tos (uot) = 5 - tos ( q t )  
d2t 111 
2 4 -mo - B, cos (wot) + co2 - B, . cos (coot) = - . cos (wot) 
111 
encontramos, então, a amplitude 
De maneira análoga, encontramos a amplitude para a outra coordenada 
Dessa forma, podemos escrever a solução geral das equações (1 2 )  e (1 3) .  
q2 ( t )  = 4 - cos (mlt) + &Im, cos ( q t )  
mt2- mo 
Estamos interessados na solução estacionária. Quando a frequência de oscilação dos 
pêndulos se igualam A fiequência da força externa (mo). 
9, ( t )  = &Im .cos(q,t) 
m2 - m; 
42 ( 0  = 
4lm . COS (mo?) 
w12- mo 
As equações (20) e (21) conknam o resultado obtido nos vídeos [2] e [3]. Quando a 
fiquência da força externa se aproxima das fiequências dos modos normais, a amplitude 
máxima de oscilação cresce muito rápido. Ou seja, a melhor resposta dos pêndulos acontece 
quando a frequência externa se aproxima das fiequências dos modos normais. O gráfico de 
4 (q) está representado na Fig.33. Lembrando que para B, (q) o gráfico é análogo e não 
será feito. 
Fig.33 - Gráfico de B, (o,). 
O gráfico e a Tabela 1 do movimento geral dos pêndulos acoplados foi construido com 
pontos obtidos com aplicativo ImageJ. Utilizamos neste programa uma sequência de imagens 
capturadas com aplicativo VirtuaíDub. O vídeo capturado tinha imagens com dimensões de 
(320 x 2 13) px. O vídeo foi produzido com 30 imagens por segundo. Logo, o intervalo entre 
duas imagens consecutivas do vídeo era de S .  No programa ImageJ utilizamos apenas as X 
imagens ímpares da sequência capturada no VirtualDub. Por isto, o intervalo de tempo entre 
duas imagens consecutivas da sequência utilizada no ImageJ foi de S. Na Tabela 1 
numeramos as imagens da sequência utilizada no ImageJ de O até 572. A Fig.26.1 repetida a 
seguir mostra uma destas imagens. Nelas foram marcados a origem O do sistema de eixos 
coordenados e o ponto P cujas coordenadas o programa forneceu. Denominamos o eixo 
horizontal de eixo Ox e o eixo vertical de Oy . 
Fig.26.1 - Imagem usada no ImageJ. 
Na Tabela 1 foram colocados o número (N) da imagem e a coordenada (x) do ponto P 
da imagem N em px (pixels). O tempo correspondente a posição do ponto P da imagem N é 
dado por: 
A Fig.26.2 repetida a seguir mostra o gráfico obtido com a Tabela 1. Na abscissa 
foram colocados o número da imagem da sequência utilizada ImageJ e na ordenada a posição 
do ponto P em pixels. 
x versus N 
Fig.26-2 - Gráfico de x, (t) obtido pelos programas através do vídeo. 
Para estimar o período rápido localizamos da figura pontos próximos aos máximos. 
Refinamos estes pontos utilizando a Tabela 1. Na Tabela 2 estão estes pontos localizados. 
Tabela - 2. 
Intervalo 1 
llO<N<200 
O número de períodos entre os pontos de máximo de cada intervalo da Tabela - 2 é 
quatro. O número de imagens entre dois máximos no primeiro intervalo é 82, no segundo 
intervalo 80 e no terceiro intervalo 81. Para estimar o período rápido vamos escolher o 






Para estimar o período de amplitude localizamos na figura pontos próximos aos dois 
máximos de amplitude consecutivos. Refinamos estes pontos utilizando a Tabela - 1. 
Estes pontos estão na Tabela - 3. 
Tabela - 3. 
Logo o período de amplitude estimado é de 
Tabela - 1 
Tabela - 1 
